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1. Modelli matematici
Introduzione
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lodelli matematici

Un modello é una rappresentazione che contiene la struttura essenziale di un oggetto
0 un processo o un evento reale. La rappresentazione pud assumere due forme diverse:

1. forma fisica o analogica: le riproduzioni in scala - i "modellini* - di un aereo o di
un edificio o le rappresentazioni di un sistema reale attraverso un altro sistema
reale che si comporta in modo affine ‘ -

2. forma simbolica: una equazione (o una serie di equazioni) che prende in
considerazione i diversi parametri che sono coinvolti nella genesi e nella
evoluzione del fenomeno studiato -

ariabili
_calcolate

ariahili
note

[i] = ingressi (input) variabili che possono essere impostate a piacere o che vengono
osservate.

[ul= uscite (output) variabili considerate come risultati del comportanento di un
sistema/modello.

[p}= parametri valori di alcune grandezze (costanti) caratteristiche del singolo
sistema.

[x]= variabili di stato insieme minimo di variabili necessarie per identificare
univocamente uno stato (un modo di essere, unan configurazione) del
sistema/modello. ' :




[xo)= condizioni iniziali valori assegnati alle variabili di stato [x] allo stato iniziale del
sistema/modello.

A seconda della finalita per la quale & stato concepito, un modello pud essere:

Osservativo: quando serve a calcolare e rendere osservabili variabili non
direttamente misurabili in un sistema reale.

wariabili
calcolate

Variabili
misurate

Predittivo:quandn serve a prevedere comportamenti del sistema reale a partire da una
certa configurazione iniziale, con date condizioni e vincoli e in presenza di azioni note.

Caondizioni
e azioni

-~ plomportamento
f previsto

SR R

Prescrittivo:quando serve a decidere opportuni interventi sul sistema reale allo scopo
di ottenere in risposta comportamenti desiderati.

Condizioni
e Azioni

o mportamento
desciderato

Si hanno modelli deterministici quando per dati valori degli ingressi [i] e per dafe
condizioni iniziali [xo] le variabili di stato [x] e le uscite [u] sono univocamente
determinate. Questi modelli sono i pit semplici; in essi, le variabili di input assumono
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valori fissi, ed i risultati ottenuti non tengono in considerazione eventuali fattori di
incertezza (es. variazione casuale). Un esempio di modello deterministico e |'equazione
di una parabola utilizzata per prevedere il moto di un proiettile sparato da un cannone.

Al contrario, si hanno modelli probabilistici o stocastici (stocastico = dovuto al caso,
aleatorio) quando a dati valori iniziali [i] e [x0] non corrispondono variabili di stato [x]
univoche e certe, bensi diversi valori possibili, ciascuno caratterizzato da una propria
probabilitd di verificarsi. Questi modelli tengono in considerazione le variazioni
causali, e quindi forniscono risultati probabili, eventualmente accompagnati dai relativi
intervalli di confidenza. Ovviamente, i modelli stocastici sono pill complessi di quelli
deterministici ma sono anche pid affidabili. | | |

A seconda della variabile che viene considerata i modelli matematici si classificano
come:

Discreti nel tempo: nel caso in cui le variabili [i], [x] e [u] sono "fotografate" in .
corrispondenza di istanti discreti "ti", di solito a intervalli di tempo regolari.
Il modello calcola [x] e [u] al tempo "t i+1" in base ai valori delle [i], [x] e [u] al tempo
"ti" e/o precedenti.

Ad esempio se si tratta di un modello in cui il fenomeno viene considerato a
passi successivi nel tempo (variabile indipendente considerata) sulla base di
unita temporali, il modello & di tipo discreto.

I modelli discreti fanno uso delle equazioni alle differenze o degli automi cellulari.

Discreti nello spazio: nel caso in cui un sistema esteso viene suddiviso in cellule
all'interno di ciascuna delle quali si assume che [i], [x] e [u] abbiano valori uniformi.
Quindi, a ciascuna cellula si applica I'equazione del modello.

Continui: nel caso in cui le variabili [i], [x] e [u] mutino con continuita in funzione del
tempo e dello spazio. I! modello & continuo se la variabile tempo & un numero reale che
pud assumere tutti i possibili valori reali. Ovvero il modello ci permette di calcolare ad
esempio il tasso di variazione dei soggetti suscettibili a qualunque istante t, (con
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2. Modelli matematici
Generalita ed esempi



I modelli piu semplici sono costituiti da equazioni algebriche o da sistemi di equazioni algebriche.
Un esempio elementare potrebbe essere la legge dei gas perfetti:
PV=RT

Dove P ¢ la pressione del gas, V il volume occupato, T la temperatura assoluta, R una costante
strutturale.
Se il volume resta costante, V = V si ha una relazione lineare tra pressione e temperatura

P=(R/Vy) T

La cui lettura ¢ immediata: se aumenta la pressione aumenta la temperatura e viceversa, in una
proporzionalita diretta e nel piano (P,T) la legge si traduce un uan retta passante per 1’origine di
pendenza R/V (se a ¢ I’angolo che la retta forma con I’asse T, ¢ R/Vy = tga).

Numerosi casi simili si possono presentare in fisica, chimica, biologia, economia, ecc. Ad esempio,
secondo Malthus le risorse alimentari dell’umanita aumentano in “ragione aritmetica”, cio¢ in modo
lineare nel tempo, mentre la popolazione aumenta in ‘“ragione geometrica” cio¢ in modo
esponenziale, e in tal caso il modello non ¢ piu lineare.

Un caso ancora semplice di modello algebrico non lineare ¢ quello dato dal moto dei proiettili, o
meglio dal modo di rappresentare questo moto in una porzione limitata della terra, dove si possa
presumere la forza di gravita costante, di modulo g.

L’equazione della traiettoria nel piano (x,y), dove x ¢ I’asse orizzontale individuato da posizione e
vox.velocita iniziale del proiettile e y ¢ la verticale ¢ di tipo parabolico, cio¢ quadratico:

y=ax’+bx+c

Piu precisamente, le costanti a, b, ¢ si possono scrivere in termini delle componenti orizzontale, vy,
e verticale, voy, della velocita iniziale e I’equazione del moto si scrive allora come:

Y = (€2 "v0x) X* + (Voy/ Vo) X
avendo preso come origine degli assi la posizione iniziale del proiettile,per cui ¢ ¢ = 0.

Si possono poi avere modelli algebrici non lineari di tipo non polinomiale. Si ¢ gia visto il caso
della legge di Malthus per le popolazioni, dove la non linearita risiede nel termine esponenziale e
detto x(t) il valore cella popolazione all’istante generico t, X il suo valore al tempo iniziale, k la
costante demografica di crescita (differenza tra nati e morti nell’'unita di tempo), con k>0, il
modello ha la forma:

x(t) = xo &

e si tratta di una funzione che cresce nel tempo molto piu rapidamente di quella delle risorse, per
quanto rapida sia la crescita delle risorse, ma pur sempre lineare.

Come gia visto nel primo modulo e anche sulle dispense, il modello esponenziale si ritrova in molti
casi e si puo facilmente derivare quale soluzione di modelli rappresentati da equazioni differenziali
su cui ritorneremo.



1]_numero e¢. La funzigne e”.
Come gia' precedentemente accennato, la funzione

esponenziale fornisce la rappresentazione matematica piu’
semplice di un processo di crescita (0 di diminuzione) . Costruiamo
ora il modello matematico che spiega il fenomeno di crescita di
una popolazione dall'istante iniziale to in cui sono presenti f(tp)
individui, all'istante to+ 1 in cui vogliamo calcolare la variazione di
popolazione conoscendo i tassi di nascita n e di morte m
(inizialmente costanti) nell'unité; di tempo . Riassumendo:

f(1p) : popolazione presente all'istante tg;

n f(tp) : nati tra tpe top+ 1]

m f(tg) : morti tra tpe to+ I;

f(to + 1) : popolazione presente allistante to+1.

f(tg + 1) = ftg) + n f(tg) - m f(1p) = f{tp) + (n - m) f(tg) = (1 + x) f(tp)
dove x = n - m : tasso netto di imcremento della popolazione (che
puo' essere sia positivo che negativo).

Il modello appena costruito € comungue assai approssimativo in
quanto non tiene contc del fatto che | tassi di nascita e di morte
non sono quantita’ discrete e costanti, ma variano istante per
istante in tutto il periodo considerato. In questo caso, ad esempio,
occorre lenere presente che la popolazione aumenta durante tutto
il periodo che va da tg a iy, cosicche’ ia popolazione risulta essere
piu’ numerosa nella II meta' del periodo; in altri termini ci sono
piu' nascite e piu' morti nella Il meta’ ripetto alla 1.

Per avere una formulazione piu' dettagliata occorre dividere a
meta' il periodo considerato e calcolare la variazione della
popolazione nella prima ¢ nella seconda meta’.
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Prima meta' .

|
7 0 f(tp) : nati tra tge tp+ 1/2;

]
5 m f{tg) : morti tra tge g+ 1/2;
f(to + 1/2) : popolazione presente all'istante &g +1/2.

f(tp + 1/2) = (1 + al'” x) f(tg) .

=

Seconda meta'

1 1
5:1(1«5»5 x} f(tg) : nati tra tp+ 12 e tp+ I ;

é‘m (1 +“21* x) f(lp) : morti tra tg+ /2 etg+ 1 ;
f(to + 1} : popolazione presente ali'istante tg+1.
f(ip + 1) ~ (1 + % x)* f(tg) .

Suddividendo in 4 sotioperiodi: -

!
f(to + 1)~ (1 4+ * f(tg) .

in generale:

ftp + 1) = (1 + E‘T f(to)  (k: numero dei sottointervalli).

Al limite:
ity + 1) =lim (1 + x/K&)" f(tg) '

k- 0o

Questa formula ci dice che nell' unita’ di tempo considerata la
popolazione cresce di un fattore che e dato dal limite della

successione: (1 + x) ,' (1 + %‘)3 (1 + %")3 ......
i 1
Consideriamo ocra la successione : 2, (| +§)2 , (1 + 3‘)3 ...... e, al di

|
la' del modello appena costruito, proviamo a tabulare (! % )k per

alcuni valori di k.



k (1 +i—)"‘

1 2

2 2.25

3 2.370370
5 2.488320
10 2.593742
20 2.653297
50 2.691583
102 2.704814
103 2.716924
104 2.718145
103 2.7182638
106 2.718280
108 27182812

La successione tende a siabilizzarsi molto lentamente attorno a
2.71828: esiste comunque la dimostrazione rigorosa di questo
fatto che noi omettiamo: ci basti sapere che questo numero, limite
della successione sopra citata, €' il numero di Nepero e.

lim X |k
Inolire: (1+ I{f) =e" .
k-— o0 !
La funzione esponenziale y = e ¢ una funzione molto nota ¢

trova largo uso in diverse applicazioni: nel nostro caso si presta
molto bene al modello di crescita di una popolazione.

Come si puo' notare dal grafico riportato nel capitolo riguardante
le funzioni esponenziali, y = e” possiede tutte le proprieta’ delle
funzioni esponenziali precedentemente citate con base maggiore
di 1.

Modelli generali di_crescita di_una popolazione ecadimento
radigattivo.

Introduciamo in questo capitclo l'esemplificazione di due
modelli 'gia' trattati per altra via (utilizzando le equazioni
differenziali) nella parte I, par. 9.5 - esempi e applicazioni - .

Si e appena visto come una generica funzione esponenziale :

*) f(t) = a (W'

(dove a: popolazione allistante iniziale; k: costante di crescita;

t: tempo reale) rappresenti bene la crescita di una popolazione.
Cio' avviene quando la costante di crescita k ¢ positiva; nel caso in
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cui sia negativa si parla di diminuzione e come caso particolare si
ha il fenomeno di decadimento radicattivo. Vediamo ora alcuni
esempi di applicazione del modello citato.

1) La popolazione sulla Terra aumenta circa del 2% all'anno. Nel
1990 la popolazione stimata era di 5.2485 miliardi di persone.
Costruire un modelio di crescita adatto a questo caso.

(1) p = f(1) = 5.2485 (1 + 0.02)'

t : anni a partire dal 1990 ;

p : popolazione neli'anno 1990 + t.

Riportandoci alla base e sopra citata ( che ci risolve i problemi di
calcolo), otteniamo :

(2) p = f(t) = 5.2585 ¢"0%

Nota: le funzioni (1) e (2) calcolano la stessa cosa ma sono molto
diverse tra di loro: infatti (1 + 0.02) ¢' un termine lineare, mentre
e0.02 ¢' un termine esponenziale. II motivo per cui si possono
'‘confondere’ i due fattori ¢' spiegato con il grafico sotto illustrato.
Infatti le due funzioni y = | + x e e* assumono 'quasi’ gli stessi
valori quando x ¢' prossimo allo 0, come si puo’ anche notare dalla

seguente tabella |
X

X I +x e

0.01 1.01 1.01005
-0.01 0.99 0.990049
0.02 1.02 1.020201
0.04 1.04 1.0408
-0.04 0.96 0.96078
0.06 1.06 1.0618
0.08 1.08 1.0832 ,
-0.08 0.92 0.9231
0.1 1.1 1.105
0.15 1.15 i.161
-0.15 0.85 0.86

Anche la rappresentazione grafica sottostante puo’ risultare
sufficientemente esaustiva e consentire di visuvalizzare gl
scostamenti tra 1 valori delle due funzioni nell'intervallo { -1, 1} .
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Tempi di_raddoppio e di dimezzamento,

Sono i tempi in cui una popolazione raddoppia o si dimezza:
supponiamo che il tasse di crescita per unita’ di tempo di una
popolazione sia dell' 1.3%. Vogliamo sapere quante unita’ di tempo
sono necessarie alla popolazione per raddopptare.

Se la popolazione inizialmente e N, vogliamo trovare il valore di t
affinche' : 2N = N({1.013)} , cioe' 2 = (1.013)t . Passando ai logaritmi:
log 2 = t log 1.013, da cui t = §3.7. A questa popolazione occorrono
34 unita’ di tempo per raddoppiare.

Decadimento_ radiocatiivo.

E' un caso particolare della funzione (*} in cui ¢’ k < 0.

Un caso meoelte esemplificativo e' quello del tasso di decadimento
del carboniol4 tranmite il quale si possono datare parecchi reperti
fossili e archeologici. La formula di decadimento del C'4e':
p(t) = pp ekt

k <), pp numero deghi atomi presenti inizialmente.

E' noto che il tempo di dimezzamento del Cl'%’ di 5730 anni & che
nella materia vivente la presenza di C'% ¢ pressoche’ costante:
dopo la morte gli atomi di C'% decadono in C!'? emettendo
radiazioni, cosicche' dopo 5730 anni ¢ presente la meta’ di C'4,

dopo 11460 anni un quarto e cosi' via.
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Poiche' e' noto il tempo di dimezzamento del C!'* si puo

determinare k:

I | log 0.5
-é- Po = Po e3730k | da cui 0.5 = ed730k | ::*“”g”‘,%“‘;fﬁ“w -0.000120968

Supponiamo quindi di trovare un fossile contenente circa il 43%
del C'* che possedeva in vita, l'eta’ e’ subito calcolata:
- log 0.43

t=5.000120968 ~ %77

Nota. Per datare reperti di milioni di anni il metodo del C!'* wnon e
piu’ utile in gquanto completamente decaduto. Ad esempic se il
carbonio 14 ¢’ presente per lo 0.1%, si ha un tempo t pari a :

- log 0.001
L= 0000120968 = > /100

(nel primo volume si trovano ulteriori esempi nel paragrafo 9.5).
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3.4 Sistemi lineari.

Come si & visto in precedenza, talora si rivela utile, per
determinare le radici di un'equazione, studiare le soluzioni di unm
sistema di equazioni e questo, dal punto di vista geometrico,
significa determinare le intersezioni di curve piane, di superficie
spaziali o di loro generalizzazioni in spazi a pili dimensioni.

Il caso pid semplice & rappresentato da un sistema di due
equazioni di primo grado in due incognite, ciog dal sistema

lineare: .

Per soluzione del sistema (3.1) si intende ogni coppia di numeri
(x,y)' che renda contemporaneamente soddisfatte le due equazioni
del sistema. .

La rappresentazione geometrica ci fornisce una interpre-
tazione immediata, in quanto risolvere il sistema (3.1) non
significa altro che determinare l'intersezione di due rette nel
piano, le cui equazioni sono quelle che compaiono nel sistema.
Due rette nel piano hanno una intersezione, oppure ngssuna, Se
sono parallele, oppure infinite, se sono coincidenti.

Ricordiamc che, se le due rette coincidono, significa che i due
polinomi di primo grado che le individuano sono tra loro
proporzionali, cioe

a=ha,b=hb,c=hc
essendo h un numero reale.

Se sono parallele, devono avere ugual coefficiente angolare
m =k m', cio?, se b e b’ sono diversi da zero, afb = a'/b’ , ovvero

a=ka,b=kb
(ma ¢ = k ¢, altrimenti le due rette sarebbero coincidenti); nel
caso sia b = 0, la prima retta sarebbe parallela all'asse dlle y, di
equazione X = - cfa e la seconda retta sard parallela alla prima se ¢
solo se b' = 0 ed avrd equazione x = - ¢'/a’ .

Se le due rette sono incidenti, il punto di intersezione & unico
ed allora le sue coordinate sono date dall'unica soluzione del
sistema (3.1).

Allo scopo di ottenere una formula utile per eventuali
generalizzazioni, riscriviamo il sistema (3.1) come
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2, X + d,, v = b
(3.2) { it i2 Y 1

Ay X + @5, ¥ = b,
con ovvio legame tra i coefficienti del sistema (3.1) ¢ quelli del
sistema (3.2). o

Se si risolve questo sistema con uno dei metodi noti
(sostituzione o eliminazione, ecc.) si ottiene la soluzione sotto la
forma :
(33) o 322 by -a55 by = b, - a3, by

| Appdgg - 83y 4y A1z - 2y 82
purche sia soddisfatta la condizione a,,a,, - a;, a,,# 0.
Se fosse a;,a,, - 4, a,;= 0, le due rette sarebbero parallele:

infaiti, tenuto conto della notazione di (3.1), si ricava a/a’ =
a, /a,, = a;4/a,, = b/b', quindi il sistema non ammette soluzioni.

Se fosse a,,/a,; = a,,/ay, = b,/b, , si avrebbe il caso delle
due rette coincidenti, ovvero si avrebbero infinite soluzioni date
da y = (by/a,,) - (@;/a;,) x = (by/a,,) - (85,/a55) X .

Dal punto di vista pid strettamente algebrico si pud
osservare che il problema della risoluzione di un sistema lineare
in generale si articola in due tipi di problemi : i} il sistema
ammette almeno una soluzione? ii) se si, tale soluzione & wunica,
oppure come si individua la classe delle soluziohi?

Come visto, nel caso di sistemi del tipo (3.'_1'), ovvero (3.2), la
risposta dipende dal fatto che il numero A = a,,a,, - a;, a,; sia

uguele o diverso da zero: se A # 0, gsiste ed & unica la soluzione
del sistema, data dalle (3.3); se A = 0, occorre esaminare i termini
noti: se b;/b,= a;,/a;; = a;,/a,, allora il sistema ammette
infinite soluzioni ¢ l'insieme S delle soluzioni & dato da
S={(xy)e R%:a, x+a;, y-b=0}
se invece b,/b, non soddisfa tale condizione il sistema non
ammette soluzioni o, come si usa anche dire, & ingompatibile.
~ Nel caso che sia b;= b, = 0, il sistema si dice gmogeneo e
linsieme delle soluzioni prende i! nome di nucleo dell'insieme
delle soluzioni del corrispondente sistema non omogeneo, che
ammetterd allora una e una sola soluzione se e solo se tale nucleo
si riduce allo zero (0,0) di R2.
Pid semplicemente si pud osservare che il sistema omogeneo
~ammette sempre la soluzione (0,0), ma, se a;;a,, - a;5 a,, = 0,

7

ammette altre infinite soluzioni: quelle fornite da
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y == (a),/a), ) x = - (ay;/a )X
per valori arbitrari dalla x. |

In corrispondenza, il sistema non omogemeo ammette una €
una sola soluzione se quello omogeneo associato ad esso ammette
solo la soluzione (0,0}, non ammette soluzione se quello omogeneo
ne ammette infinite.

Questa osservazione si pud estendere al caso dei sistemi
lineari di n equazioni in n incognite, con n intero positivo; la teoria
dei sistemi lineari si pud ancora estendere al caso di n equazioni in
m incognite: si enuncia in tale caso un teorema che consente di
stabilire se il sistema & compatibile (cioé se ammette soluzioni),
quindi se la soluzione & unica o se si hanno infinite soluzioni.

Per la determinazione delle soluzioni, se si ha un numero
piccolo di cquazioni ed incognite, si usano i metodi di sostituzione,
eliminazione, somma ¢ sottrazione. Per sistemi di dimensioni
maggiori si ricorre a tecniche numeriche che consentono di
determinare esattamente o in approssimazione le soluzioni (una
volta garantiti che esistano).

Ci limitiamo qui a ricordare che la tabella

[ana}z]
A =
dy1 822

(costruita con i coefficienti del sistema lineare di due equazioni in
due incognite dato) prende il nome di matrice dei coefficienti e, in
questo caso, si dice che & una matrice quadrata di ordine due. Ul
nUMero  a,;R,, - 4, a8, si chiama determinante della matrice A e
si indica con detA o det(a;).

Generalizzando ancora il linguaggio, chiamiamo matrice di
ordine mxn una tabella di mxn elementi ( ad esempio, numeri
reali) ordinati su m righe ed n colonne, del tipo:

ayq a5 - 3,

431 822 - f2n
A= 7 = (a)

------

A1 82 - 4mp
coni=12,...,m;j=12,..n.

Gli indici prendono il nome di : i, indice di riga, j, indice di
colonna. Se m = n la matrice si dice quadrata. Una matrice formata
da una sola riga (o una sola colonna) prende il nome di matrice
riga (o matrice colonna) o anche, potendosi identificare con i
vettori, vettore riga { o vettore colonna).
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Ad ogni matrice quadrata A, nxn, si pud associare in modo
unico un numero, detto determinante di ordine n della matrice A,
¢ si indica con detA, ovvero det( a;) . Esistono delle regole di
calcolo dei deierminanti di ordine qualungue; in questa sede ci
limitiamo a fornire i determinanti di ordine 2 e 3.
n=2:¢& il caso gid visto.

A = [211 :1 2 ];
21922

detA = a;ay; -2y, Ay

n=3:8&
Ay 181243
A = | 23783783 |}
d3y @37 A3y
detA = a;, det [222 :23 ]-— ay, Get EN 223 ]4« aq; det BZI 222 ]
32 233 31 433 31 432

Si pud costruire un'algebra delle matrici, cioé si possone
fornire delle regole di calcolo tra matrici, o meglio si possono
definire delle operazioni quali somma e prodotto tra matrici, ma si
ha possibilitd di effettuare sempre tali operazioni se ci si limita ad
operare tra matrici quadrate di ugual dimensione.

Lo studio dei sistemi lineari e la determinazione delle loro
soluzioni sono basati sull'algebra delle matrici ¢ dei determinanti,
sia dal punto di vista formale che numerico, ma non si vuole in
questa sede procedere oltre.

Esercizi. | .

1)
{x+2yz4
3x + 4y =1

I 2
m=pn=2 A= [3 4],detAzlx4~3x2=--2¢O,

11 sistema ammette una ed una sola soluzione, che calcoliamo con
la regola di Cramer:

dor |4 2]
_9etly 4l 4x4 - 1x2
2= detA - -2 T
147
Cdetls il axi-3x4 11
Y= deea T 2 T2
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e

{x+3y
2x + 6y =1

m = n = 2; detA = 0.
II sistema omogeneo, ottenuto ponendo uguali a zero i secondi
membri delle equazioni del sistema, ammette infinite soluzioni,
dunque il sistema dato non ammette soluzioni, ovvero &
incompatibile,

)
X +y =4
3Ix + 2y =9
3x -y =6
m = 3, n = 2; il sistema ammetle soluzione x = I, y = 3.
4)

{x +y +z =1
x +y =0

m = 2, n = 3 il sistema ammette infinite soluzioni. Infatii, ad
esempio, soddisfa il sistema ogni terna di numeri reali (x,y,z) tali

che sia z = 1, y arbitrario , x = -y.
5)

fkx -y =0

x + 3y = 0

Discutere le soluzioni al variare del parametro k reale.

B :m=n=2detA=3k+1.  Sek=-sihadetA = 0.

] 2 v . i .
Allora, se k # -5 si ha l'unica soluzione x = 0, y = 0; se k = -3 si

hanno infinite soluzioni, date dalle coppie (x,y), con y arbitrario e
x = -3y.

6) In una dieta di cavie per laboratorio & previsto un pasto
contenente 40 unitd di carboidrati, 25 di grassi, 25 di proteine. Si
hanno tre tipi di cibi, aventi le seguenti composizioni:

cibo carboidrati  grassi proteine
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X 5 3 1
y 2 3 5
z 7 2 3
Come occorre mischiare i cibi per ottenere il pasto richiesto?

La risposta si ottiene risolvendo il sistema .
5x + 2y + 7z = 40
Ix + 3y + 2z = 25
X+ 5y + 3z = 25

#

EEm=n=3, A= , detA = 0 (verificarlo), la soluzione &

—— g2 LA
W b
W

data da:

x=4,y=3,2=2,
cioé occorre mischiare 4 parti di cibo x con 3 di y e due di z per
rispettare la dieta richiesta.

7y La produzione di un cereale & legata ai concimi usati dalla
seguente legge lineare : z = a + bx + cy, essendo z il raccolte di
cereali, x un concime a base di fosfati, y uno a base di azotati, a la
capacitd produttiva del terreno senza l'uso di concimi di questo
tipo, b e ¢ due cocfficienti di produttivitd dei singoli concimi. In
tre terreni diversi, ma di uvgual tipo, si sono usate quantitd diverse
di concimi, ottenendo ovviamente raccolti diversi

Terreno raccolio fosfati azotati
I it5 10 30
I 126 40 20
11 118 30 10

(non si introducono unitd di misura: potrebbe essere il raccolto in
quintali e 1 concimi in kg, o una gualungue altra scelta che abbia
senso), Trovare i valori di a, b, c.

La soluzione si ottiene risolvendo il sistema di tre equazioni
in tre incognite ottenuto dalla relazione data, sostituendo le ire
terne di valori della tabella :

a+ 10b+ 30c¢c=115

a+ 40 b + 20 ¢ = 126

a+30b+ 10c¢c =118
che fornisce i valori:

a =100, = 1/2, ¢=3/10

-80-



8) Un allevatore ha ricevuto un finanziamento di 100 milioni per
allevare per un primo anno tre specie di animali da carne { X, y, Z),
diviso in tre capitoli di spesa di 20, 66, 14 milioni, cosi suddivisi:
per la specie x - 5 milioni per l'acquisto, 10 per lo stabulo, 3 per
nutrimento e assistenza-, per la specie y -4, 10, 2 milioni-,
rispettivamente, per la specie z -2, 12, 2 milioni-. o
Quanti animali per ogni specie potranno essere acquistati?
La divisione per capitoli di spesa sara :
i) totale per l'acquisto :

5x + 4y + 2z = 20,
ii) per gli stabali:

10x + 10y + 12z = 66 ,
iii) per il nutrimento e l'assistenza veterinaria:

3x + 2y + 2z = 14,
Risolvendo il sistema di tre equazioni nelle tre incognite X, y, z che
ne deriva, si ottiene : x=2,y=1,z2=3. (Naturalmente x, y, Z
possono rappresentare capi di bestiame o altre unita di misura, ad
eSempio decine di capi di ogni specie).
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Esempi:

i) In fisica delle particelle viene introdotta una grandezza, detta Spin;
associata %i vari tipi di particelle e matematicamente si usa una notazione
matriciale, mediante le cosiddette matrici di spin di Pauli. Nel caso del-

l'elettrone le matrici usate sono tre:

y 0 1 0 -1 1 0
. A - L - 4
Y L e A

1 0 i 0 0 -1

essendo 4 la costante di Plank (divisa per 2%) e i 1l'unita immaginaria.

Si verifichi che é:
i 0
4 2 '
S = 7 ® ( ) ’

0 -i
-1 0
S 8 :i-ﬁz( ) ’
Yy X 4
0 i
4 1 0
_ ) ) 2 4 2
stx-syy-SzSZ-T'ﬁ ( ) --z—'-‘ﬁ 122.
0 1
In generale ée:
SS+ss—"ﬁ251 i, = 1,2,3
i%3 S ijt2 2° 1J = ey 3.

1

avendo posto S.i = Sx' S, = Sy, 53 = Sz’ 51:' simbolo di Kronecker, I
matrice identica 2 X 2,

52 la

ii) I1 contenuto chimico, percentuale, di quattro tipi di terra &:

Terra Rz oto Fosfeto Potassio
A 7 1 2
B 3 2 2
C 0 3 y
D 2 0 3
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Si combinino i quattro tipi nel rapporto:
2() : 3(B) : 1(C) : 4(D).

Quale sara la composizione chimica della terra cosl ottenuta?

2

In ogni pnita di terra ottenuta dovranno esserci —<- di A, aéu di B, -i—
10 1o 10

di Ce -1% di D. Ma i -‘i% di A sono costituiti per il 7% di Azt y, 1% di

Fosfa¥o, 21 di Potassio, ecc.

Allora il contenuto di una unitd di terra sara ottenibile dal prodotto
delle due matrici:

( 2 3 | 7 )
10 10 10  Hdo /

N O w =3
[« TR U'S BN (V]
w = MmN Mo

ciod si ha il 3,1% di Az2ole , 1,42 ai Fosreto, 2,68 di Potassio.

iii) In una dieta per cavie di laboratorio e previsto un pasto contenente 40
unita di carboidrati, 25 di grassi, 25 di proteine. 8i hanno tre tipi di cibi

aventi la seguente composizione:

Cibo Carboidrati .Grassi Proteine
X 5 3 1
y 2 3 5
z 7 2 3

Come occorre mischiare i cibi per ottenere il pasto richiesto?

La risposta si ottiene risolvendo il sistema:

5 + 2y + Tz = 40
3x + 3y + 2z = 25

X + 5y + 3z = 25

"

e la soluzione e data da:

x =4, y=3,2z=2,

cioé occorre mischiare 4 parti di cibo x con 3 di y e 2 di z.

- g -



iv) Una molecola di brmdﬂd' meliké orientata come in figura:

w

) S{ consideri ora il nuovo riferimento (0',x',y') avente origine in Ha’
asse x' coincidente con C-Ha e y' ortogonale a x'. Quali saranno le coordina-
te nel nuovo riferimento di un punto P, di vecchie coordinate (x,y)?.

E' C( &', ?'),'quindiz

x!' :xcosﬁ‘{-ysins - of!
jY' z-x sin ¢ + y cosd - B’

o
Cosl in questo sitema l'atomo di Bromo, che dista da C 1,939 A, essendo

inoltre: C-H = 1,095 A e (x,x') = 107,2°, ha coordinate:

+1,669
-1,852.

Xg ' = 04 1,939 sin 107,2° - 1,095
0 + 1,929 cos 107,2° 4 0O

}’Br'
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ESEMPI DI MODELLI

Distribuzione di temperatura nel suolo:

-u funzione temperatura al suolo;

-x profondita, |

-t tempo

¢ T U

27
u(0,t) = cos| —t¢
qu(0,2) (T j

|u(x,0) < M(t), x—+0,t€R”




Dinamica delle popolazioni:

u: densita di individui

ut = /’mxx + pu
u(0,0)=u(L,t)=0

l

densita di individui nulla al bordo della colonia

Modello preda-predatore:

Vediamo il modello di Volterra che studia
I'andamento di due popolazioni delle quali una & preda
e I'altra é predatrice.

X = ax—bxy

y=—cy+dxy

10



Ci chiediamo ora che cosa succederebbe alla
soluzione del modello se ci fosse anche un
intervento dell'uomo (per esempio la caccia) ad
influenzare |'andamento di queste popolazioni. Il
sistema precedente si modificherebbe cosi:

J'czax( —éy—)—-éx
a

. dx
eofi %)
L C

Supponiamo adesso che le prede abbiano risorse

limitate (effetto di sovraffollamento), vogliamo
studiare come si modifica il sistema e quindi il
comportamento della soluzione.

Le nuove equazioni sono:

. 2
X=ax—-bxy—ex

y=—cy+dxy

11



3. Modelli matematici
Influenza



matica di un epidemia

Questo capitolo si propone di presentare un semplice modello matematico (automa
cellulare) per lo studio di un'epidemia e offre l'opportunitd agli studenti di interagire
con il modello modificandone le condizioni iniziali tramite l'utilizzo di elementari
nozioni matematiche e in particolare il calcolo delle probabilita.

La classe ITID vuole andare al Salone Internazionale del libro che si svolgerd a Torino
tra quindici giorni. Per essere sicuri di poter entrare € necessario prenotare con
settimane di anticipo e il costo del salone e del pernottamento é assai elevato.

Il preside ha accordato il permesso purché almeno i due terzi della classe possa
partecipare allevento. Purtroppo il padrz di Marco che & medico gli ha detto ieri sera
che ¢ in corso un'epidemia di influenza molto contagiosa (all'interno della comunita
scolastica la percerituale di soggetti infettivi in questo momento & circa del 12%).

Questa notizia ha messo in allarme la classe che a questo punio non sa se pugare la
prenotazione rischirndo poi di perdere la cifra ingente. ‘

Sara, che e sempre molto attenta in classe, ha sentito il professore di matematica
dire che la matematica pud risolvere molti problemi di vita quotidiana, e gli sottopone
il problema. Il professore, dopo aver pensato aftentamente ed essersi consultato
con il papa di Marco per quanto riguarda la parte medica della guestione, entra in
classe e propone un'attivita...



ANALISI MATEMATICA
DI UN'EPIDEMIA

Ipotesi del modello

- la classe presa in esame & formata da 25 alunni
- la percentuale dei soggetti infettivi & del 12%

- un soggetfo rimane infettivo per 4 giorni

- si pud contrarre l'influenza soltanto in classe

- ogni sfudente deve rimanere fisso al suo banco




Leggi del modello

L'infezione dura 4 giorni:

ad un soggetto si attribuisce il valore 5 al primo
giorno di infezione

b) si decrementa il suo valore ad oghi passaggio

c) dopo 4 giorni il soggetto infettivo diventa rimosso

Quindi:
- i suscettibili vengono indicati con lo O

+ gli infetti con valori decrescenti: 5, 4, 3, 2
+ i rimossi vengono sempre indicati con 1



Infezione per contatto stretto

La probabilita di contagio per contatto stretto e 1/3

Per sapere se un soggetto sano si infetta ad ogni
passaggio si tira il dado. Si attribuisce alle facce del
dado i seguenti significati:
- faccia 1: il soggetto si ammala
- faccia 2: il soggetto si ammala
- faccia 3: il soggetto non si amma
- faccia 4: il soggetto non si amma
- faccia 5: il soggetto non si amma
- faccia 6: il soggetto non si amma

0o o o o



Infezione per contatto marginale

La probabilita di contagio per contatto marginale e 1/6

Per sapere se un soggetto sano si infetta ad ogni
passaggio si tira il dado. Si attribuisce alle facce del
dado i seguenti significati:
- faccia 1: il soggetto si ammala
- faccia 2: il soggetto non si amma
- faccia 3: il soggetto non si amma
- faccia 4: il soggetto non si amma
- faccia 5: il soggetto non si amma
- faccia 6: il soggetto non si amma

o 0 0 o9 o




i CONTATTI MARGINALI
avvengono con alunni seduti
nei banchi che confinano
per mezzo di un vertice

i CONTATTI STRETTI
avvengono con alunni seduti
nei banchi che confinano
per mezzo di uno spigolo




Esempio

Consideriamo la situazione seguente e prendiamo in esame
I'alunno contrassegnato in rosso.

E' circondato da 4 alunni ammalati:

bisogna tirare il dado 4 volte. Per le
caselle azzurre si usa la legge del
contatto stretto per le gialle quella
del contatto marginale.

studio il 4; tiro il dado: 3 = sano

studio il B; tiro il dado: 4 = sano
e studio il 3; tiro il dado: 6 = sano
studio il 2; tiro il dado: 1 = ammalato




Dividiamo gli alunni della classe in tre gruppi
distinti chiamandoli rispettivamente:

« Suscettibili: soggetti che non hanno ancora contratto
la malattia

« Infettivi: soggetti che sono portatori della malattia

. Rimossi: soggetti vaccinati o guariti, e quindi immuni

Nel nostro caso otteniamo:

13 studenti suscettibili
3 studenti infettivi
9 studenti rimossi




Quindi la situazione nella classe al passaggio
successivo diventa:

111 11|11
1|41 31|41
2 |1 1.21
3012 11|11
1] 1]1 1| 1]1]3




L'epidemia & considerata conclusa quando
non vi & piu possibilita di contagio. Nella
tabella sono quindi presenti solo individui
suscettibili (0) e rimossi (1).

BUON LAVORO!




EVOLUZIONE DELL 'EPIDEMIA

Giorno 0 Giorno 1
1 0 1 0
0 5 0 1
5 0 1 0
0 1 5 0
1 0 1 0
Giorno 2 Giorno 3
Giorno 4 Giorno 5

Giorno 6 Giormo 7




4. Modelli matematici
Epidemie



Un modello matematico e
- costituito da 1 o pitl equazioni
che prendono in considerazione
| diversi parametri coinvolti
nella genesi e nell'evoluzione
del fenomeno studiato. Nel
hostro caso: la malattia



MODELLI MATEMATICI

- DETERMINISTICT: risultati fissi
- STOCASTICT: risultati casuali

+ CONTINUTI: le variabili cambiano con continuitd.
Utilizzano le equazioni differenziali.

- DISCRETT.: le variabili sono misurate a intervalli.
Si usano le equazioni alle differenze



Modelli usati in epidemiologia

SIR SEIR SIS

suscettibili suscettibili suscettibili
infetti é5posTi infetti
rimossi  infetti  suscettibil
rimossi
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ESEMPI DI
MODELLT




" Modello di Kerman-McKendrick

E' un modello:

- deterministico
. discreto

- appartiene alla categoria SIR

&



Il grafico di una epidemia seguendo il modello di
Kerman-McKendrick ha una forma a campana.




‘Ipotesi alla base del modello

* un soggetto infettato diventa immediatamente infettivo
» i soggetti rimossi non sono piu infettivi

- la popolazione rimane costante durante |'epidemia

» la popolazione studiata € infettabile allo stesso modo

- il tempo & suddiviso in intervalli uguali e discreti

1




Analisi matematica del modello

INTRODUCIAMO LE VARIABILT:

» X; = suscettibili al tempo t
* X4, = suscettibili al tempo 1+1
* Y, = infetti al fempo T

* ¥;.q = infetti al tempo t+1
+ Z, = rimossi al fempo T

* L = rimoési al tempo 1+1
* b = parametro di infettivita
- g = parametro di guarigione

5




Il modello puo essere quindi formulato usando:
EQUAZIONTI ALLE DIFFERENZE

Equazione per la variazione della densita del numero dei
soggetti suscettibili per unita di tempo:

Xy-Xpag = -bX,Y;

Equazione per la variazione della densita del numero dei

soggetti infettivi per unita di tempo:

_ YY1 = bXY;-9Y;

azione per la variazione della densita del numero dei
2tti rimossi per unita di fempo:

Li-Liy = 975

1D



Modello di Reed-Frost

E' un modello:

- probabilistico

- discreto

- appartiene alla categoria SIR



Ipotesi alla base del modello

- il tempo & discreto (decorre con numeri interi 1,2,3,...)

. i soggetti hanno la stessa probabi lita di essere infettati
. l'infezione dura una unita di fempo

- all'inizio dell'epidemia possono esserci soggetti rimossi

- linfezione si propaga per contatto

tatto tra 1 rimosso e 1 infetto non causa l'infezione

[ L

- il con



Il comportamento del modello & determinato dal numero di
soggetti infettivi presenti al fempo t+ = O e poi dalla
‘probabilita di transizione dallo stato suscettibile allo stato
infetto.

INTRODUCIAMO LE VARIABILI:
» p = probabilita di un contatto efficiente
* g = probabilita di non essere infettato
q=1-p
- L., I.,, = infetti al tempo t e t+1
+ S; = suscettibili al tempo t

|3




Il modello si basa sull'applicazione ricorsiva

della seguente formula:

di animali
ettibili al tempo t




Modello di Reed Frost - Esempio

popolazione n=200
prob. contatto efficiente p=0.06
prob. contatto NON efficiente q=0.94

250
- Tempo l S R 200
0 0 199 0 150
1 12 187 1
100
2 98 89 13 .
3 89 0 111 50
4 0 0 200 0
5 0 0 200




Modello di Reed Frost - Esempio 2

popolazione n=1500
prob. contatto efficiente p=0.005
prob. contatto NON efficiente | ¢=0.995

Tempo I S R
0 1 999 500
1 5 994 501
2 25 969 506
3 112 857 531
4 369 488 643
5 411 77 1012
6 67 10 1423
7 3 7 1490
8 0 7 1493

1600
1400
1200
1000
800
600
400
200




Modello di Reed Frost - Esempio 3

popolazione n=100000
prob. contatto efficiente p=0.001
prob. contatto NON efficiente | q=0.999

Tempo I S R
0 1 99999 0
1 100 99899 1
2 9511 90388 101
3 90381 7 9612
4 7 0 99993
5 0 0 100000
6 0 0 100000
7 0 0 100000
I 0 0 100000

120000

100000

80000

60000

40000

20000

0

]

R
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GAME

http:/.bloch.ciens.ucv.ve/~fe1ix/Java/Simulation/Conway/

http://plus.maths.org/issueZ()/features/conway/ ‘
, http://Www.cduc.ls.toyaku.ac.jp/~sO1707l/project.html
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- Il gioco LIFE & stato inventato dlla
fine degli anni 60 da Horton Conway,
doceiite dell'universita di Cambridge.

- 1:350 simula I'evoluzione di una colonia
di organismi viventi, oghuno dei quali &
rappresentato da una cella. .

¢




- Life viene giocato in una griglia formata
da celle. Queste possono essere “vive"
(occupate) o “morte” (vuote).

- Ogni cella e circondata da altre 8 dalle
quali dipende il suo futuro.

- Si inizia con una configurazione di celle
vive e si procede applicando tre facili
regole.

REGOLE
DEL 6IOCO




) -

Una cella sopravvive se ne ha 2 o 3 intorno.

£

;‘;’
w1
. )<
o /
2

le celle blu sopravvivono quelle verdi muoiono

o Una cella muore se ne ha 4 o pit intorno,
se ne hal o se ¢ isolata.

le celle blu muoiono quelle verdi sopravvivono




Una cella morta diventa viva nel turno successivo
se ha esattamente tre celle vive intorno

©
0|00

ESEMPI
PARTICOLARI |




Esistono configurazioni che si
ripetono ciclicamente

IL SEMAFORO

OO0 |0 =

Altre che rimangono sempre uguali

Barge Aircraft carrier
o © o
e O o o
o © © O
o




8. Modelli biologici



Capitolo 8
Modelli biologici

Il modello preda-predatore

Il sistema
{ ¥ = Az + By

y =Cx+ Dy

si presta alla descrizione del comportamento di due popolazioni che convivano
in uno stesso ambiente e che interagiscano 1'una con l’altra sia con un rap-
porto di cooperazione o di competizione o infine di preda-predatore (cio¢ una
specie si ciba dell’altra). 11 modello deterministico suppone di poter operare
con funzioni continue, ovvero di considerare le varie popolazioni assegnate
da funzioni del tempo: x = z(t), y = y(t), derivabili (quindi continue) in
intervalli opportuni di tempo.

Il modello piu semplice si basa su di un modello di crescita demografica di
una specie isolata, che possiamo chiamare malthusiano. In tal caso la crescita
della specie x, in presenza della specie y, all’istante ¢, sara dato da:

©'(t) = Az(t) + By(t)

con A, B costanti reali, in quanto si suppone, in prima approssimazione,
che la seconda popolazione influisca sulla crescita, o sulla diminuzione, della
prima popolazione in modo proporzionale al numero dei suoi individui e si
aggiunge cosl, al secondo membro, al termine di crescita naturale Az(t) il
termine di influenza della seconda specie sulla prima By(t).

Analogamente, la seconda specie y variera con una legge del tipo:

y'(t) = Ca(t) + Dy(t)
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Capitolo 8 Modelli biologici

con C', D costanti reali.

Il sistema
{ o' (t) = Ax(t) + By(t)
y'(t) = Cx(t) + Dy(t)

puo essere risolto riconducendolo all’equazione omogenea del secondo ordine
corrispondente, per la funzione x(t):

2" — (A4 D)z’ + (AD — BC)z =0
e, per la funzione y(¢):
y'—(A+ D)y + (AD — BC)y = 0.
Si tratta della stessa equazione ed il suo discriminante e
A = (A+ D)> —4(AD — BC) = (A — D)* + 4BC.

Le soluzioni dipendono dal segno di A. I coefficienti A, D hanno il significato
di coefficienti di crescita demografica della specie corrispondente, mentre B,
C sono coefficienti di interazione. Se, ad esempio, ¢ A > 0, B < 0, C' > 0,
D < 0, si ha un modello di preda-predatore, in cui x ¢ la specie preda e y ¢
il predatore; si suppone che la preda trovi alimento in quantita sempre suffi-
ciente, cioe che le risorse siano illimitate, come anche lo spazio a disposizione.
In tal caso, infatti, la specie x ha un tasso di crescita naturale positivo, ma
la presenza della specie y, predatrice, tende a farla diminuire; d’altro canto,
la specie y, se isolata, diminuisce, non trovando cibo, quindi il suo tasso di
crescita naturale e negativo, ma cresce per la presenza della specie x.

Un esempio di questa situazione e dato dal sistema

dove i coefficienti sono stati assegnati per comodita di calcolo, senza nessuna
attinenza con ecosistemi reali. La soluzione e data da

x(t) = c1 cos(2t) + co sin(2t)

C1 — Co Cl+02

y(t) = cos(2t) + sin(2t).

Si supponga di avere inizialmente un numero di prede z(, doppio del numero
di predatori yo: x¢o = 21yo. Imponendo queste condizioni iniziali alla soluzione
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Capitolo 8 Modelli biologici

trovata si ricava ¢; = xg € co = 0 e infine la soluzione di questo problema di
Cauchy e:
{ x(t) = o cos(2t)

y(t) = yo(cos(2t) + sin(2t)).

La specie preda decresce dal valore iniziale xy ed al tempo ¢ = 7 ¢ estinta.
La specie predatrice inizialmente aumenta, all’istante ¢ = £ raggiunge il
suo massimo (ed ¢ x(g) = y(g)), poi inizia a decrescere, al tempo t = 7
riassume il suo valore iniziale 3. Da quell’istante in poi, essendosi estinta la
popolazione preda, il modello non e piu applicabile e I’evoluzione della specie
y ¢ descritta dall’equazione iy = —2y, la cui soluzione & y = yoe~ %, da cui
si deduce un decremento esponenziale della specie, con estinzione asintotica.
Si intende dire con questo che la specie si estingue in un tempo infinito, ma
ovviamente potremo considerare la specie estinta quando, ad esempio, si sia
ridotta ad un solo esemplare, ovvero al ¢; in cui y(t;) = 1; poiche ¢ allora
1 = yoe !/, siricava t; = %ln Yo, che fornisce il tempo realistico di estinzione.

Occorre allora modificare il modello matematico, introducendo dei fattori di
complessita che lo rendano piti aderente alla realta del fenomeno che si vuole
studiare.

Si ricordi che ogni modello matematico viene costruito per studiare problemi
ben precisi e spesso solo alcuni aspetti di tali problemi, percio vi sono dei
limiti di validita e applicabilita di cui bisogna tener conto. Quando un mo-
dello non e sufficiente per descrivere un fenomeno, perche troppo semplice, si
puo pensare di migliorarlo rendendolo pit complicato, cioe come detto pri-
ma, introducendo dei fattori di complessita. Naturalmente i fenomeni sono
sempre piu complessi di ogni modello matematico che possiamo pensare di
costruire. Tale costruzione implica necessariamente una schematizzazione dei
vari aspetti del fenomeno: ad esempio, I'uso di un modello deterministico o
probabilistico implica una scelta tra due schemi generali, ciascuno dei quali
presenta pregi e difetti; 'introduzione di funzioni continue consente 1'uso
di equazioni differenziali, ma il numero di individui di una specie e discre-
to; € molto complicato introdurre fattori di complessita quali la capacita di
nascondersi, il fatto stesso che vi siano nascondigli, il mimetismo (sia come
arma di difesa che di attacco), I'influenza dell’ambiente sul comportamento
di una specie, cioe ’azione delle variazioni ambientali, anche solo metereo-
logiche e climatiche, sulle varie specie e la loro capacita di adattamento, e
via complicando.

D’altro canto non si puo pensare di costruire modelli troppo complicati dal
punto di vista matematico, perche diventa poi troppo difficile, se non impos-
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sibile, studiarli sia dal punto di vista qualitativo che quantitativo, anche se
I'uso dello strumento elettronico puo illudere in tal senso.

Un modello preda-predatore piu aderente alla realta puo essere ottenuto con-
siderando, anziche un sistema differenziale lineare, un sistema differenziale
in cui, a secondo membro, compaiono dei termini quadratici nelle variabili in
gioco; tale sistema viene detto piu brevemente un sistema quadratico.

Il modello quadratico pit semplice usato ¢ quello di Lotka-Volterra e si ot-
tiene come generalizzazione del sistema lineare precedente supponendo che i
coefficienti di interazione tra le due specie, cioe B e C, non siano costanti,
bensi proporzionali alle rispettive popolazioni: invece di B e di C' scriveremo
allora —Bx e Cy, dove il segno meno ¢ dovuto al fatto che si tratta di un
modello preda-predatore.

I1 sistema ha cosi la forma:

2’ = Ax — Bxy
y = Cry— Dy

dove A, B, C, D sono costanti reali positive.

Una giustificazione “biologica” di queste equazioni e che le prede, come specie
isolata, crescerebbero con legge malthusiana (' = Ax, A > 0), ma la presen-
za di predatori le fa diminuire in modo proporzionale alla probabilita degli
incontri tra prede e predatori, cioe al prodotto delle popolazioni all’istante
considerato (di qui il termine —Bzy, B > 0). Analogamente, i predatori, in
assenza di prede, diminuirebbero con legge esponenziale (y' = —Dy, D > 0),
ma in presenza di prede trovano cibo, quindi aumentano con una legge che
dipende ancora dalla probabilita degli incontri con le prede (di qui il termine
Czy, C > 0); i termini B e C sono in generale diversi tra loro e sono legati
alle capacita di offesa e di difesa delle due specie.

Il sistema quadratico considerato ammette sempre come soluzione il punto
critico x = 0, y = 0, Vt; tale soluzione corrisponde all’estinzione di entrambe
le specie e prende il nome di soluzione banale.

Esiste un’altra soluzione costante nel tempo, cioe una seconda soluzione
statica ed e ovviamente un secondo punto critico, dato da:
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come e facile verificare, sostituendo z* e y* nel sistema, tenuto conto che
(z*) = (y*) = 0. Questa soluzione & ovviamente I'unica soluzione del proble-
ma di Cauchy dato dal sistema, con le condizioni iniziali (0) = z*, y(0) = y*.
Se inizialmente si hanno x* prede e y* predatori, il loro numero resta invaria-
to nel tempo: si ha percio una situazione di equilibrio che giustifica il nome
di soluzione statica. Dal punto di vista della stabilita, si vede che O(0,0) &
un colle instabile, mentre P*(x*,3*) € un centro stabile (geometricamente).

Infatti, consideriamo dapprima ’origine O e linearizziamo il sistema nel suo

intorno; si ottiene
= Ax
y'=—Dy

i cui autovalori sono dati da A e —D, cioe sono reali e di segno opposto,
dunque l'origine ¢ un colle instabile per il sistema lineare e, per il teorema
prima enunciato, lo & anche per il sistema non lineare. Consideriamo ora il
punto P*; portiamolo nell’origine con la traslazione:

B D B A
U= o w=1y 5
Il sistema dato diventa:
DB
u = o v Buw
AC
w = U + Cuw

la cui linearizzazione nell’intorno di u =0, w =0 ¢

. DB
u = —Tw
B

che ammette come autovalori \; o = j:i\/@, cioe il punto critico € un centro
stabile per il sistema lineare. Prima di procedere all’analisi nel caso non
lineare, ove, in virtu del teorema gia invocato, il punto critico potrebbe essere
centro o fuoco, pur sempre stabile, osserviamo che le curve caratteristiche del
sistema traslato nell’origine e linearizzato sono soluzioni, nel piano delle fasi
(u,w), dell’equazione

dw AC? u

du ~  DB2w
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ovvero la famiglia di ellissi di centro 'origine e di equazione

1 1
§DBQw2 + §A02u2 = costante = h.

Nel piano (z,y) saranno ancora ellissi di centro P* ed equazione

2 2
%DB2 (y — é) + 1AC’2 <x — 2) = costante = h.

In questo caso semplice si poteva calcolare direttamente le soluzioni u = u(t)
e w = w(t): infatti, derivando la prima equazione rispetto a t e sostituendo
a w' il valore dato dalla seconda, si ha ’equazione del secondo ordine

v = ADu =0

che ha come soluzione

u = asin <\/Et+b>

con a e b costanti di integrazione, e analogamente sara w. Per eliminazione

di ¢ si puo ottenere la famiglia di ellissi. Si tratta di soluzioni periodiche di
27

VAD

Le soluzioni come funzioni del tempo sono date da:

T = % + ¢1 cos (\/Et) + ¢y sin (@t) ;

periodo T' =

Yy = % ~+ ¢3 cos (@t) + ¢4 8in (\/Et) ,

dove ¢y, ¢9, 3, ¢4 sono delle costanti di integrazione che vengono determinate
dalle condizioni iniziali e non sono tra loro indipendenti; si puo verificare che
valgono le relazioni:

D — D —
CgZ—CQB—C AD, 042613—0 AD.

Si ponga, ad esempio, A = B =C = D = 1; ¢ allora z* = y* = 1 e 'integrale
generale ¢ dato da:

x(t) = ¢y cost + cosint + 1
y(t) = —cocost 4 ¢y sint + 1,
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essendo ¢y, co costanti di integrazione; le orbite nel piano delle fasi sono
circonferenze di centro P = (1,1) e raggio r = y/c3 + ¢3:

(=1 + -1 =c+q
assegnate le condizioni iniziali z(0) = 10, y(0) = 5, si ricava
x(t) =9cost —4sint + 1
y(t) =4cost+9sint + 1.

L’orbita nel piano delle fasi e la circonferenza di centro P e raggio r = /97 ~
9.85.

Tornando al sistema non lineare

{ 2'(t) = Ar — By

se ne puo ricavare l'equazione delle curve di fase in quanto si ha

@_y(—D—i—Cm) — A—Bydy:—D+Ca:

dr  x(A— By) 4e;

integrando si ottiene:
Alny — By + DInz — Cx = h = costante,

da cui
eAlnye—ByeDlnwe—Cr — Gh — Lk

ovvero A D
Yy x

eBy eC’:): -

Dunque la generica curva di fase puo essere vista come il prodotto di due
funzioni, una nella sola y e una nella sola x; poicheé interessa valutare il
comportamento di tali curve per x e y positivi, nell’'intorno di P*, supporremo
x> 0ey >0 per ogni t. Posto

f(0)=0, g(0)=0; lim f(y) =0, lim g(z)=0

Yy—00 T—00
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Massimo di f(y) per y = % e fly) =M, = (%)A@*A; di g(x) per z = g e

g(z) = M, = (£)Pe; entrambi i grafici passano per I'origine, hanno I'asse
orizzontale come asintoto, sono limitati, hanno massimo assoluto in (4, M,)

B
e (5, M,).
Studiamo ora il comportamento dell’equazione

yA .I‘D

Y

eBy eCJ: o
scritta brevemente come f(y)g(x) = k, al variare di k.

1. Se k > M, M,, I'’equazione non ammette radici reali;

A

2. se k = M, M,, esiste una sola radice y = %,

A

T = %, cioe il suo grafico
si riduce al punto P(z = 8,y = %);

3. se k < M, M,, si avranno soluzioni reali e, per individuare 'insieme
di tali soluzioni (cioe il grafico della curva nel piano delle fasi) per
un fissato valore di k, si ponga k = pM,, essendo p < M,; 'equazione
g(x) = p ammette due soluzioni che indicheremo con x = x,, e ©x = x:
infatti la retta © = p taglia il grafico della funzione g(z) in due punti
ed & z,, < & < zp. A sua volta, lequazione f(y) = 7 M, ammette
due soluzioni per ogni fissato valore di x tale che sia x,, < r < x,/, una
sola se x = x,, oppure x = x); e infine nessuna soluzione se r < x,, o
x > xpr. Sinoti che quando z = %, la y assume due valori y,, e yas, tali
che, per questa curva, e sempre y,, <y < yy. Infatti, Vo € (z,, xp),

b

risulta g(z) > p, ovvero 7 < 1, percuie f(y) < M,, elarettay =cost

taglia il grafico di f(y) in due punti y,, e yur, tali che y,, < 4 < ya.

In definitiva, fissato k, la curva caratteristica che passa per i punti
(Tm, 3), (a1, 2), (B, ym), (Z,yum), © tutta contenuta nel rettangolo
delimitato dalle rette * = x,,, * = Zp, Y = Ym, ¥ = Yu, le rette
verticali la intersecano in due punti, uno al di sopra ed uno al di sotto
del punto critico, le rette orizontali in due punti, uno a destra ed uno
a sinistra dello stesso, tali intersezioni variano con continuita; dunque
la curva ¢ chiusa, contiene il punto critico, per ogni valore k < M, M,,
che e ancora un centro stabile, e la soluzione del problema dinamico
corrispondente e periodica; la famiglia delle curve di fase si ottiene
facendo variare k.

Il verso di percorrenza su ogni caratteristica si ottiene esaminando il
segno delle derivate di x e di y nei punti del piano di fase: se, ad
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esempio, ad un istante t ¢ y < 4 e x < 2

= Z; ne segue che ¢ 2’ > 0
ey < 0, cio¢ nel quadrante individuato dalle due disequazioni la x
cresce e la y decresce; analogamente si procede negli altri quadranti e

si ottiene che le orbite vengono percorse in senso antiorario.

Dal punto di vista biologico questo significa che, assegnate le condizioni i-
niziali, individuata quindi I'unica orbita corrispondente come soluzione nel
piano di fase, le prede ed i predatori hanno un andamento fluttuante nel
tempo, nel senso che crescono e decrescono con legge periodica di ugual
periodo, ma con una differenza di fase di 7/2: sia la () che la y(t) oscillano
tra un valore massimo ed uno minimo in un tempo 7" (uguale per entrambe) e
le due soluzioni non sono in fase, nel senso che la x raggiunge il suo massimo
(o minimo) in tempi diversi dalla y.

I valori z*, y*, coordinate del centro comune a tutte le orbite nel piano
delle fasi, hanno un significato fisico generale: rappresentano il valor medio
delle popolazioni x e y in un periodo completo, qualunque sia l’orbita, cioe
qualunque sia la soluzione del problema, quindi qualunque siano i dati iniziali.

Infatti , i valori medi delle funzioni z(t) e y(t) nell’intervallo T" sono dati per
definizione da:

I I
T = — t)dt y = — T)dt.
= [ e o= [ )

Si consideri ora 'equazione z'(t) = Az — By, si dividano ambo i membri
per z (essendo x # 0, Vt) e si integri tra 0 e T

T I, T
/ —dt = / (A — By)dt,
o 0

[In {x(t)}}j — AT - B /OT y(t)dt.

Poiché la soluzione z(t) ¢ periodica di periodo T, & certo z(0) = z(7T'), dunque
In[z(T")] — In[z(0)] = 0, da cui si ricava

A 1"

ovvero y* = ¥; analogamente si ha x* = .

ottenendo cosi:
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Il significato di questo risultato nel nostro modello € che, fissate le due specie e
le condizioni ambientali, cioe i valori dei parametri A, B, C', D, le due popo-
lazioni oscillano periodicamente tra valori massimi e minimi, ma la popo-
lazione media di ciascuna specie in un periodo ¢ la stessa, indipendentemente
dai valori iniziali. Si noti che invece le ampiezze delle oscillazioni dipendono
univocamente delle condizioni iniziali e sono tanto piu grandi quanto piu le
condizioni iniziali si discostano dai valori medi, ovvero dalle coordinate del
punto di equilibrio. Se i valori iniziali sono proprio z* e y*, l'unica soluzione
e x = z* y = y*, il sistema e in equilibrio, il numero sia di prede che di
predatori resta costante.

Il pescatore

Nel corso dei suoi studi sulle variazioni delle popolazioni di diverse specie
di pesci conviventi, tra il 1920 e il 1925, il biologo Umberto d’Ancona fu
incuriosito da alcuni dati statistici relativi alla pesca di pesci appartenenti a
varie specie (in generale selaci, cioe squali, razze, ecc.), aventi perd in comune
la caratteristica di cibarsi di altri pesci e detti percio predatori, al contrario
delle loro prede (pesce azzurro, cefali, orate, branzini, ecc.), che invece si
cibano di plancton, alghe od altri microorganismi.

Questa semplice suddivisione in due categorie del pesce e dovuta al fatto
che le specie commestibili, quindi commerciabili, corrispondono alle prede,
mentre i predatori non sono in generale apprezzati sulle buone tavole; i rile-
vamenti vengono effettuati dai pescatori stessi, i quali suddividono il pescato
nelle due categorie e ottengono, pesando, le percentuali relative a prede e
predatori.

Il periodo di riferimento preso in considerazione da d’Ancona andava dal 1914
al 1923, durante il quale si era avuta la prima guerra mondiale; i dati erano
forniti dal porto Fiume, localita in cui 'attivita di pesca aveva avuto una
forte riduzione durante la guerra, si riferivano alla percentuale di predatori
pescati nel corso di ogni anno ed erano i seguenti:

anno 1914 1915 1916 1917 1918 1919 1920 1921 1922 1923
% predat. 119 214 221 21.2 364 273 16.0 15.0 14.8 10.7

L’osservazione spontanea di d’Ancona fu che la crescita, in percentuale, dei
predatori era dovuta al calo dell’attivita di pesca nel corso della guerra. Ma
in quale maniera l'intensita della pesca poteva influenzare le popolazioni di
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pesci e come si poteva descrivire il fatto che la diminuzione della pesca (che,
si noti, a livello industriale non & selettiva, ma indiscriminata) favorisse i
predatori? La risposta, dal punto di vista biologico, era che, riducendo la
pesca, aumentava il numero di pesci in generale e, in particolare, quello delle
prede, consentendo cosi ai predatori di avere a disposizione una maggiore
quantita di cibo, quindi di accrescersi e moltiplicarsi piu rapidamente. Questa
spiegazione ¢ pero generica e non riesce a dar conto dei dati numerici né a
fornire una chiave di lettura valida per situazioni diverse.

D’Ancona senti I'esigenza di pervenire ad una descrizione piu accurata e per-
cio gli era necessario uno strumento piu soffisticato; a tale scopo si rivolse
al collega, e futuro suocero, Vito Volterra, matematico famoso, che provo
subito interesse per la questione e inizio cosi gli studi che lo condussero a
formulare la sua teoria della lotta per la vita, in cui venne per la prima volta
introdotto il modello preda-predatore, che ora va sotto il nome di modello
Lotka-Volterra, in quanto, negli stessi anni, il biofisico americano (di origi-
ne austriaca) A. Lotka pervenne ai medesimi risultati di Volterra, in mo-
do indipendente. Volterra diede pero alla sua teoria una formulazione piu
chiaramente matematica ed uno sviluppo di respiro piu ampio e piu profon-
do che lo condusse alla fondazione di quella disciplina che va sotto il nome
di biomatematica e che egli stesso chiamo, con termine di chiara origine
illuministica, biologia razionale.

Le equazioni del modello preda-predatore sono state descritte e brevemente
analizzate nel paragrafo precedente. Si vuole ora introdurre nel modello il
pescatore e analizzare quali effetti ne derivino sulle due specie. Il modo piu
semplice per tale scopo e quello di schematizzare il pescatore con un termine
proporzionale alla singola popolazione (piu pesci vi sono, pit abbondante
sara la pesca) con un coefficiente P > 0, il tasso di pesca, costante e uguale
per le due specie, dato il carattere indiscriminato della pesca. Si ottiene cosi
il sistema:

2'(t) = Az — Bxy — Px
y'(t) = Cxy — Dy — Py

oo { 2'(t) = (A— P)x — Bxy
y'(t) = Cxy — (D + P)y.

Questo sistema e identico a quello del modello senza il pescatore, avendo
sostituito A e D con A — P e D + P; ne segue che se 0 < P < A (cioe se la
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pesca e controllata, non e eccessiva, in modo che il tasso di pesca sia inferiore
al tasso di crescita naturale delle prede) il punto critico del sistema diventa

D+P A—P
P =
(75,

che ¢ ancora centro di orbite periodiche. Tale punto si trova ancora nel
primo quadrante, se A — P > 0 e, rispetto al precedente punto P*, spostato
in basso a destra: x(P') > z(P*), y(P') < y(P*). Poiché le coordinate
di P’ rappresentano ancora i valori medi delle due popolazioni in un ciclo
completo, se ne deduce che l'intervento del pescatore fa diminuire il numero
dei predatori ed aumentare il numero delle prede. Questo risultato e cosi in
accordo qualitativo con i dati di d’Ancona.

Se la pesca fosse troppo intensiva, il che significherebbe P > A, si avrebbe
estinzione delle due specie. Una conferma della validita di questo modello si
¢ avuta in un caso in cui il “pescatore” era invece un insetticida (il DDT) e
i “pesci” erano due insetti: I'lcerya purchasi e il Novius cardinalis. II primo
¢ un infestante degli agrumi, pervenuto negli U.S.A. dall’Australia nel 1868,
che provocava gravi danni agli agrumeti americani. Venne poi individuato
un suo naturale nemico, il Novius, che, inserito nel ciclo ecologico dell'Icerya,
ne provoco un calo, essendosi stabilito tra le due specie un rapporto preda-
predatore. La scoperta del DDT indusse a pensare di poter eliminare del
tutto l'insetto dannoso, pur di usare una dose sufficientemente grande di in-
setticida; accadde invece che si stabili un ciclo preda-predatore-pescatore,
con I'Icerya come preda, Novius predatore e DDT pescatore, in condizioni
per cui non si riusciva a provocare 'estinzione delle prede (P < A) e di con-
seguenza si ebbe un aumento dell’infestante e una diminuzione del predatore,
cioe un danno alle culture invece che un beneficio.

Altri esempi di ecosistemi cui si puo applicare il modello preda-predatore
sono quello del ciclo linci-lepri delle nevi e “budworms”-larici, entrambi in
Canada.

Il modello di Volterra-Lotka si presta perd a numerose critiche da parte dei
biologi e degli ecologi, ed i motivi principali sono:

1. nella maggior parte dei casi di ecosistemi riconducibili al modello preda-
predatore e osservabili in laboratorio (ad esempio, colonie di batteri)
non si osserva un andamento periodico, bensi un andamento asintotico
verso una situazione stabile; in altri termini, ci si aspetta di trovare
punti di equilibrio che siano fuochi stabili non previsti dal modello di
Volterra;
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2. non tiene conto di diversi tipi di interazione interne alle singole specie,
come cooperazione, competizione, ecc.;

3. le risorse e lo spazio vitale vengono supposti illimitati, il che non e;

4. non tiene conto delle capacita difensive e offensive delle specie, quali
il mimetismo, 1’azione coordinata, o della presenza di nascondigli, la
capacita di apprendimento individuale e di specie, ecc.

Per i casi 2 e 4, non si puo rispondere altrimenti che cercando di proporre
altri modelli, pit complicati, anche di tipo non deterministico; il modello
di Volterra, con eventuali modifiche, che vedremo, ¢ un modello semplice,
schematico, che riesce a fornire una risposta ad una domanda specifica ed i
risultati paiono soddisfacenti.

Per quanto riguarda le osservazioni 1 e 3, si puo modificare il modello di
Volterra introducendo un opportuno termine correttivo nelle equazioni di-
namiche. Tale termine prende il nome (tra gli altri) di termine logistico, in
quanto corrisponde al modello demografico di sviluppo di una popolazione
con risorse limitate descritto con un’equazione differenziale detta equazione
differenziale della logistica.

Si consideri una popolazione z, il cui sviluppo e caratterizzato da un tasso di
crescita a > 0, ma avente a disposizione una quantita di risorse limitate; la
sua evoluzione non potra essere di crescita indefinita, poiche prima o poi ’am-
biente non sara piu in grado di fornire risorse tali da garantire 'andamento
di crescita di tipo esponenziale. Si puo pero pensare che la popolazione tenda
a reggiungere uno stato limite (stazionario) che rappresenti 1'equilibrio tra
popolazione e risorse.

L’equazione di evoluzione piu semplice adatta a rappresentare questo com-
portamento e la cosidetta equazione logistica. Si tratta di un caso parti-
colare dell’equazione di Bernoulli con o = 2:

/
' = qv — ma?®

dove m e ¢ sono due costanti positive. Ponendo z(t) = 1/xz(t), poiche &

2/ = —1/x?, si ottiene 2’ = —qz + m, che ¢ un’equazione lineare nella z(t) e
ha come integrale generale

2(t) = — +ce @
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essendo ¢ una costante di integrazione; tenuto conto che x = 1/z, si ha:

q

= —
z(t) m + cqe~

L’equazione @’ = gr — mx? ammette anche gli integrali singolari z(t) = 0
e x(t) = q/m. La curva definita dalla funzione x(t) data sopra, per ogni
valore della costante ¢, prende il nome in demografia di curva logistica.
Questa funzione ¢ definita per ogni ¢, se ¢ > 0, mentre ha una singolarita in
t= %ln(%q) =t"se c < 0et=1t*¢un asintoto verticale. Le derivate prima
e seconda sono date da:
, Cq3€fqt
¥ =——
m + cqe~
y_ cq'e”"(cge”™ —m)
(m + cqe~1t)3

Ne segue che la derivata prima non si annulla mai, mentre la derivata seconda

. 1. cq . .
si annulla per t = —In — se e solo se ¢ > 0; la funzione e sempre crescente
q m
per ¢ > 0, sempre decrescente per ¢ < 0.

1. —c

Le rette x = 0 e x = g/m sono asintoti orizontali; ¢t = — ln(—q) sec<0,e
q m

un asintoto verticale.

Se si impone la condizione iniziale £(0) = xy > 0, cioe che all’istante t = 0
la popolazione sia data dal valore xg, si ottiene per c il valore

q — mxg 1 m

T m g

(per cui: ¢ <0< x¢ > ) ed allora la curva logistica prende la forma:

_ 4 Lo
z(t) = mxg+ (L — ) et

Le condizioni su ¢ si traducono allora in condizioni sui valori iniziali relati-
vamente ai parametri strutturali ¢ e m. In particolare interessa il caso in cui
la popolazione, a partire da valori iniziali non molto grandi, cresce; siamo
allora nel caso in cui ¢ 7o < L e il grafico della curva corrispondente ¢ sempre
crescente, ha un flesso in

1 cq q
t:—ln<—>, r=—,
q m 2m

a sinistra del flesso volge la concavita verso ’alto, a sinistra verso il basso,
come illustrato nella figura seguente.
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Si osservi che il grafico, a sinistra del punto F' di flesso, ha un andamento
simile a quello della funzione esponenziale, mentre a destra di F' cresce sempre
piu lentamente e il tasso di crescita, dato dalla derivata 2/, tende al valore
zero, in un tempo infinito. In corrispondenza, la popolazione tende al valore
limite Z, che rappresenta il valore di popolazione in equilibrio con I’ambiente;
questa espressione ¢ coerente con il fatto che, se inizialmente fosse o = £,
r = x( sarebbe una soluzione del problema e tale valore ¢ quello che rende
nulla la 2" (cioe la velocita di evoluzione) e dal punto di vista fisico questo
una posizione di equilibrio. Vi & una seconda posizione di equilibrio: z(t) = 0,
ma questa rappresenta una popolazione estinta.

Si osservi ancora che se fosse 7y > = la popolazione tenderebbe ancora al
valore di equilibrio per un tempo infinito, ma per valori decrescenti.

Infine, se inizialmente la popolazione ha un valore uguale al valore di equili-
brio, vi resta indefinitamente (finché non intervengano fatti perturbatori che
modifichino la situazione); se ha valore diverso, tende ad esso raggiungendo
valori sempre piu prossimi a quello di equilibrio.

Tornando ora al caso di due specie, modello preda-predatore, possiamo sup-
porre che le risorse siano limitate per entrambe, rispetto anche alla com-
petizione interna di ciascuna specie; in tal caso ¢ lecito introdurre in ogni
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equazione un termine di tipo logistico, ottenendo il sistema
7'(t) = Az — Bay — Ex?
y'(t) = Cxy — Dy — Fy*

dove E ed F sono costanti positive aventi il significato di termini logistici,
ovvero i tassi di competizione interni a ciascuna delle due specie.

Per studiare questo modello conviene esaminare brevemente il caso genera-
le dei modelli di popolazione quadratici, in cui rientrano i modelli preda-
predatore, con o senza il termine logistico, come faremo nel prossimo para-
grafo.

Modelli di popolazione quadratici

Il pit generale modello quadratico di popolazioni interagenti ¢ dato dal
sistema:

h o ..
.T], Z7‘7:]-727"' , .

" =l + aj»xj + aﬁzjx
Nel caso di due specie e, ovviamente, 7,5 = 1,2 e si trova la notazione
precedente ponendo 2! = z, 22 = y. Rivolgiamo per ora la nostra attenzione
a questo caso, riservandoci di tornare al caso di n specie nella seconda parte
di questo paragrafo. Semplifichiamo ulteriormente lo schema, supponendo
di aver traslato nell’origine un punto critico (xf = 0) e di poter trascurare i
termini

CL;I‘Q, a%xlv a%2<$2>2, a%l(x1)27

in quanto l’azione di una specie sull’altra e gia descritta dai termini misti
xla?.
Il modello semplificato e allora dato, in termini di variabili x e y, dal sistema
differenziale

y'(t) = Cxy + Dy + Fy?

dove A, B, C, D, E, F sono costanti reali ed il loro segno o il loro annullarsi
da luogo a interpretazioni diverse di modello. Si ha cosi:

{ 7'(t) = Az + Baxy + Ex?

1. se E =B =(C = F = 0, siamo nel caso di due specie non interagenti
che crescono o decrescono (a seconda dei segni di A eD) con legge
malthusiana;

2.se B=C =0, FE <0, F < 0, si hanno ancora due specie non
interagenti, ma che evolvono in accordo con il modello logistico;
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3.se E=F=0,AD <0, BC <0, AB <0, CD < 0, si ha il modello
preda-predatore di Lotka-Volterra (z € la preda se A > 0);

4. i coefficienti E, F' indicano competizione se negativi, cooperazione se
positivi, alllinterno della specie relativa: sono dunque coefficienti di
carattere sociale per ogni specie, ma indicano anche l'effetto della li-
mitatezza delle risorse e dello spazio ambientale sulla specie; se nega-
tivi, sono termini logistici e possono essere visti come coefficienti di
sovrappopolamento, se positivi, come coefficienti di mutualismo, cioe
indicano che 'aumento della popolazione induce un aumento del tasso
di crescita;

5. 1 coefficienti B e C' rappresentano l'interazione tra le due specie e si
potra cosl avere

e mutualismo, o cooperazione, tra le due specie, se B > 0 e C > 0;
e competizione o reciproca predazione, se B < 0 e C < 0;

e preda-predatore, se BC' < 0.

Nel caso di due specie in competizione, si puo dimostrare il principio di
esclusione competitiva (di Gause), che viene enunciato come principio nel
caso di piu specie in competizione e afferma che in tal caso una sola specie
prevale sulle altre, il che non comporta necessariamente la loro estinzione,
ma il loro eventuale emigrare in un altro habitat.

Nella terminologia della biomatematica, una curva caratteristica nel piano
delle fasi, o orbita, si dice ecologicamente stabile se e chiusa ed asintoticamen-
te stabile. In tal senso, le soluzioni periodiche del modello di Volterra non
sono ecologicamente stabili, perche sono stabili dal punto di vista geometri-
co, ma non dal punto di vista dinamico: perturbando i dati iniziali si passa
ad un’altra orbita che non tende asintoticamente all’orbita non perturbata.
Invece, un ciclo limite stabile o un punto critico asintoticamente stabile sono
ecologicamente stabili.

Tornando al modello di popolazione quadratico, questo ammette come punti
critici: O(0,0), M(0,—2), N(=£,0), cui corrisponde I'estinzione di almeno

F
una specie, ed il punto, piu interessante, P(xq, yo)

BD — AF AC — ED

To = 5= =~ ) Yo = == 5~

EF — BC EF — BC

che esiste se e solo se EF — BC # 0 ed ha senso per il nostro problema
se rg > 0 e yo > 0; oltre a questi punti critici si potranno avere soluzioni
periodiche ovvero cicli limite. Vale il seguente
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Teorema 8.1 Definiti ¢ due numeri R e S come:
R=EF-BC , S=FEDB-F)—-AF(FE-C),

se R # 0 e S # 0, allora il sistema quadratico non ammette soluzioni
pertodiche.

Dimostrazione:
Posto

_FC-E)

a= —1 po BB=F)

R ’ R ’
si consideri la funzione k(z,y) = 2%°. Si supponga ora che il sistema dato
ammetta una soluzione periodica che sia tutta contenuta nel primo quadrante
e si indichi con D il dominio piano limitato avente tale orbita come frontiera.
Sara allora k(x,y) > 0, V(z,y) € D. Si consideri I'integrale

J = /D (a(gf) + 8(55/))61:1:@.

Da un lato ¢

Ok’ | Olky) _ 0kf) | Olkg) _ S,

ox Jy ox Jy R
essendo f(z,y) = (A+ Ez + By)zx, g(x,y) = (D + Cx + Fy)y, quindi

J = /D (aglf) + 8g€yg>>dxdy £0.

D’altro lato, per il lemma di Green, ¢

J=¢ (kgde—kfdy),

ciclo

ma, essendo per ipotesi il moto periodico, detto 7' il suo periodo, si ha

T T
j:/o (kgx —kfy)dt:/o (kgf —kfg)dt = 0.

Si perviene cosi ad una contraddizione e resta provato 1’asserto.

O

Il modello Lotka-Volterra, non corretto dal termine logistico, non soddisfa
le ipotesi di questo teorema, poiche ¢ S = 0: infatti, come abbiamo visto,
ammette soluzioni periodiche. Quando si introduce il termine logistico si
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ha R # 0 e S # 0, dunque non possono esistere soluzioni periodiche. Il
sistema linearizzato ha nel punto critico P un centro stabile, quindi per il
sistema non lineare, non potendo essere un centro, sara un fuoco (si esclude
anche la possibilita di singolarita superiore, poiche i termini non lineari sono
esattamente quadratici), anzi sara un fuoco stabile.

Se i coefficienti logistici sono molto piccoli (relativamente agli altri termini)
e ci si trova in un intorno di P, le curve caratteristiche sono spirali orientate
verso P tali che ad ogni giro completo attorno a P stesso la distanza tra il
generico punto della curva e il fuoco diminuisce di cosi poco da poter essere
approssimata da una curva chiusa. In tal senso, il modello di Lotka-Volterra
iniziale costituisce una buona approssimazione del sistema preda-predatore:
I’aggiunta del termine logistico rappresenta un effettivo miglioramento solo
per un intervallo di tempo sufficientemente lungo.

Un modello generale di due specie conviventi e:

{ 2'(t) = Fz,y)
y(t) = G(z,y)

dove le funzioni F' e G descrivono il comportamento reciproco delle due
specie; 1 punti critici sono le soluzioni del sistema algebrico F' = 0, G = 0.
L’analisi del sistema dipende pero dalle diverse esplicitazioni di tali funzioni
e tale scelta caratterizza i vari modelli.

Un’altra generalizzazione possibile si ottiene passando da un ecosistema a due
specie a un ecosistema a piu specie conviventi, in una rete trofica (alimenta-
re) assegnata: si potranno avere interazioni reciproche tra le varie specie di
predazione, competizione, mutualismo, ecc. nelle varie combinazioni possi-
bili. Limiteremo la nostra attenzione al caso di n specie in catena alimentare
di predazione (ogni specie & o preda o predatore) e il sistema quadratico
proposto ancora da Volterra e del tipo

dx, 1 &
dt :<CT+E;arsxs>xT7 7‘:1,2,---,n,

essendo x,.(t) la popolazione della specie r-ma all’istante ¢, ¢, il coefficiente
di accescimento della stessa specie, b, il peso medio dell’individuo di tale
specie (il prodotto b,x, fornisce il peso totale degli individui della specie r
all'istante t), a,s = —ag opportuni coefficienti di predazione: se a,s > 0,
la specie r preda la specie s. La condizione di antisimmetria sui coefficienti
a,s comporta che in ogni equazione del sistema manchi il termine 2?2 e il
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sistema puo essere trattato matematicamente in modo interessante, anche se
tale semplificazione presto il fianco a critiche negative non eludibili.

Si introduca la nuova variabile g,.(t) definita da:

¢ (t) :/0 . (r)dr & x(t) = dchit)

cui Volterra diede il nome di quantita di vita della specie r-ma nell’intervallo
di tempo [0, ¢].

Si costruisca ora la funzione di stato (detta Lagrangiana demografica)
n 1 n
E’/: bs . Ing, Csqs 5 arsr/
(04 ; (¢,Ing, + Q)+2r§1 A

e si ricavino le relative equazioni di Lagrange

4oL oL _
dtdq,  Oqs

ovvero, esplicitamente

1 n
"= Cr+ — Arg ! ' ;
¢ < 5 ; 4 ) d

¢ immediato verificare che da quest’ultimo sistema si ritrova esattamente il
sistema proposto da Volterra effettuando il cambiamento di variabili scritto
sopra.

Si puo ora applicare 'apparato tecnico della meccanica analitica e cercare di
dare un’interpretazione interna al modello dei risultati che cosi si ottengono.
In sintesi si puo avere:

e integrale primo dell’energia
n
H= Z bs(csqs — ¢..) = costante;
s=1

e variabili coniugate

or.
oq.’

s

Ps =
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e funzione hamiltoniana
H(p7 Q) = HQ'ZQ’(RQ) = Z bs (qus - 6é(p57b57% P Qr)) )
s=1
e equazioni di Hamilton
, OH , OH
qs = iy PDs = — ;
Ips 9qs
e integrale primo dell’energia
H(p,q) = costante;
e equazione di Hamilton-Jacobi

ov ov
a0 5) -

Si possono anche usare le tecniche del calcolo delle variazioni e enunciare dei
principi e dei teoremi variazionali, a partire dal funzionale d’azione (detto
azione vitale)

t1
A=/ L(q,q")dt;
to

in tal caso, le equazioni ricavate per le ¢/ non sono altro che le equazioni di
Eulero-Lagrange del funzionale d’azione, cioe i moti del sistema sono quei
moti che rendono stazionario tale funzionale. In effetti, si puo dimostrare
che vale anche il principio di minima azione (il funzionale & minimo per tali
moti).

Su questa base, in analogia a quanto accaduto per la meccanica, Volterra
ritenne di poter chiamare questa branca della biomatematica con il nome
di biologia razionale, ma vi sono delle carenze di modello che ne rendono
difficile I'accettazione da parte dei biologi e dei naturalisti (oltre alla poca
conoscenza della meccanica razionale e della meccanica analitica).

Si tratta del fatto che la soluzione che fornisce il punto critico con coordinate
tutte diverse da zero esiste se e solo se il numero di specie e pari. Infatti, il
sistema algebrico che fornisce i punti critici e dato da:

1 n
(cr + E Szl arsxs) z, =0
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e la soluzione non nulla sara la soluzione del sistema

s=1
ovvero
n
E UrsTs = dy
s=1
(avendo posto per brevita d, = —b,c,) sistema che si puo scrivere in forma

compatta, con notazione ovvia Ax = d; tale sistema ammette soluzione se
e solo se det(A) # 0 ed ¢ data da x = A~'d, ma, se n & dispari, ¢ sempre
det(A) = 0, tutte le soluzioni del sistema dato hanno almeno una z, = 0,
cioe¢ almeno una specie si estingue. Si ha cosi una forte asimmetria, non
riscontrabile in natura, tra il comportamento di un ecosistema a numero pari
di specie ed uno a numero dispari.

Nel caso che sia det(A) # 0, Volterra ha dimostrato un notevole teorema
di stabilita: se almeno uno dei termini d, e positivo ed esistono n numeri
positivi «, tali che la forma quadratica

n
F= E Ay QrsTyrTg

r;s=1

sia definita positiva, il sistema e stabile, nel senso che nessuna variabile x4
tende a zero ne ad infinito, nell’intorno del punto critico.

Il modo piu ovvio di superare questa anomalia e quello di tener conto dei
termini logistici, almeno per alcune delle n specie. In tal caso pero viene
a mancare la possibilita di usare I'apparato della meccanica analitica, non
si hanno piu gli integrali primi “dell’energia”, in quanto si hanno fenomeni
“dissipativi”, non vale il teorema sulla stabilita appena enunciato, anche se
Volterra stesso ed altri dopo di lui hanno trattato ampiamente questo caso.
L’analisi viene piuttosto condotta su sistemi particolari, ad esempio a tre o
quattro specie, con diverse ipotesi di legami trofici e viene usata la teoria
dei sistemi dinamici. Si puo cosi dimostrare che il principio di esclusione
competitiva di Gause vale come teorema per tre specie in competizione o nel
caso in cui due di esse cooperino e si puo parzialmente generalizzare la validita
a n specie, come anche si cerca di studiare i legami tra complessita e stabilita
di ecosistemi, ’esistenza di valori critici per alcuni parametri significativi che
comportino variazioni nella stabilita delle soluzioni, ma in quet’ultimo caso
si entra nel campo della stabilita strutturale che affronteremo sinteticamente
nel prossimo capitolo.
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